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Resumo: Como parte do processo de aprendizado da disciplina Programacéo Linear e
AplicacGes, os alunos deveriam desenvolver um projeto envolvendo a programagéo de
funcbes matematicas. O objetivo seria elaborar um sistema computacional que
executasse o célculo de operagdes basicas sobre matrizes, especificamente seria
necessario resolver a soma, a subtracdo, o produto, o determinante de matrizes e
sistemas de equacOes lineares. O referido trabalho foi programado em Javascript e
HTML, pois facilita o uso e também a programacéo, simplificando a entrada de dados
e a abstracdo do software da plataforma. Como resultado observa que os alunos
compreenderam melhor o processo matematico das operacdes requeridas, assim como
treinaram a codificacdo de algoritmos matematicos.
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Abstract: As part of Linear Programming and Applications learning process, the
students should develop a project tha involves programming mathematical functions. Its
goal would be to create a computational system able to execute the necessary
calculations with matrixes, more specifically to solve basic operations such as addition,
subtraction, multiplication and determination of matrixes and linear equations. This
work has been programmed in Javascript and HTML, because they make it easier its
use and also the programming, simplifying data entry, as well as to abstract the
software platform. As result it was observed that the alumni did better understand the
mathematical process of the required operations, and they also trained their
programming skills of mathematical algorithms.
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1 INTRODUCAO

Ao estudar o projeto pedagogico do curso de Tecnologia em Analise e
Desenvolvimento de Sistemas (ADS), observa-se que o tecnologo deve analisar e
manter sistemas computacionais de informacgdo, trabalhar com ferramentas
computacionais e equipamentos informaticos, ter bom raciocinio l6gico e empregar
linguagens de programacao.

A disciplina Programacdo Linear e Aplicagdes, ministrada no quinto termo do
curso, com 80 horas-aula, tem por objetivo conhecer e aplicar os conhecimentos de
Pesquisa Operacional e desenvolver aplicativos para essa area. Sua ementa contempla
topicos matematicos (matrizes, determinantes, sistemas lineares) e especificos de
pesquisa operacional (método simplex e dos transportes).

Portanto, a disciplina sugere o desenvolvimento, em uma linguagem de
programacdo, de contetdos especificos da matéria, com o intuito de sondar os
resultados do processo de ensino-aprendizagem de Pesquisa Operacional e Matematica,
além de contemplar a interdisciplinaridade e a contextualizacdo da propria disciplina.

A proposta deste trabalho é codificar de um programa capaz de realizar
operagOes béasicas com matrizes (adicdo, subtracdo, produto de duas matrizes,
multiplicacdo de uma matriz por um escalar e o calculo do determinante de uma matriz,
a principio de ordem 2, 3 ou 4) e a resolugdo de sistemas lineares pelo método de
Crammer.

Observa-se que 0s topicos a serem programados pertencem a éarea de
Matematica designada Algebra Matricial. Os conceitos deste campo muitas vezes sao
considerados complexos, pois diferem da aritmética convencional, e uma forma de
compreendé-los é descompondo esses processos de forma ldgica, criando algoritmos
gue mostrem aos estudantes os passos a serem dados para a resolucdo de cada problema.
Em se tratando de um curso de Tecnologia da Informacdo, o desenvolvimento desses
algoritmos pode resultar facilmente na elaboragdo de um programa de informética que
solicite os dados do problema e mostre o resultado, além de tornar o processo do calculo
matricial mais claro.

Para desenvolver este projeto escolheu-se a linguagem JavaScript
(especificamente, ECMAScript v.5) usando uma interface para a web (HTML e CSS3).
Para chegar a esta escolha, consideraram-se varios critérios: usabilidade, portabilidade,
acessibilidade e adaptacao da linguagem ao problema considerado.

A usabilidade considera o uso de um ambiente e sua interface. O conhecimento
prévio do usuario facilita a adaptacdo do uso do software, pois ele ja sabe como usar
botBes, areas de texto e outros elementos HTML. Com as ajudas incorporadas, 0 usuario
ndo precisa ter instrucdes para comecar a usar o software.

O critério portabilidade garante que 0 acesso ao programa seja independente do
sistema operacional. Pois, devido ao uso da Internet, os computadores e outros
dispositivos com conexdo a rede tém a possibilidade de abrir 0s arquivos e executar o
sistema, inclusive sem a presenca de um servidor web.

A acessibilidade além de facilitar o acesso a pessoas com alguma deficiéncia
(uso do padrdo HTML 5), permite um acesso universal, por conta de sua simplicidade.



O framework (neste caso, o conjunto HTML+CSS+JS) facilita a programacéo
ao utilizar linguagens de programacao como C e derivados. Percebe-se que ndo é trivial
0 manejo de arrays (matrizes) ou a conversao da entrada de dados em formato de texto
para matrizes. Ao trabalhar com uma linguagem como JavaScript, a entrada de dados é
simplificada, assim como a conversdo e o0 processamento. Utilizar HTML e CSS3
resulta numa interface gréfica amigavel e com os conhecimentos adequados garante
uma apresentacdo esteticamente agradavel. Mas também facilita a aplicacdo do padrdo
MVC, fazendo com que a l6gica do programa esteja separada do restante, facilitando a
reutilizacédo do cddigo.

2 CALCULOS MATRICIAIS

Na Matematica, uma matriz € um conjunto de nimeros ou outros valores matematicos
(simbolos ou expressdes), disposto numa distribuicdo cartesiana (m linhas e n colunas).
As matrizes sdo usadas na resolucdo de sistemas lineares e outras operagdes, como
transformacdes de espacos lineares (IEZZI; HAZZAN, 2002). A representacdo de uma
matriz com m linhas e n colunas esta disposta na Figura 1.

Figura 1. Representacdo de uma matriz Amn.
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Fonte: elaborada pelos autores.

As letras mailsculas do alfabeto latino sdo usadas para se referir a matriz,
enquanto as minusculas representam seus elementos. O par de letras mn representam o
tamanho ou limite da matriz, e usa-se o par i,j para referenciar os indices de um
elemento especifico, que é representado pela letra mindscula da matriz, eles também séo
chamados de subindices e representam o “endere¢o” do elemento, em que 0 primeiro
valor refere-se a linha e a segunda a coluna.

De acordo com lezzi e Hazzan (2002), as matrizes podem ser somadas,
subtraidas ou multiplicadas. Tanto a soma quanto a multiplicacdo tém propriedades
associativas:

A+B+C =(A+B)+Cou AXBXC =AX(BXC(C)

Além desta propriedade, a soma tem a propriedade comutativa, enquanto o
produto ndo:

A+B=B+A masAXB # B XA.



A soma (e a subtracdo) de duas matrizes s6 € possivel se as dimensGes das
matrizes forem iguais. O processo consiste na adigdo (ou a subtracéo) consiste em:

Amn + Bmn = Cn | Cij=aij + bij

A multiplicagdo apresenta dois cendrios: a multiplicacdo de um escalar por
uma matriz, ou o produto entre duas matrizes. O primeiro caso € considerado mais
simples, basta multiplicar cada elemento da matriz pela constante. Assim, k X A =
k- a ;.

J

O segundo caso tem um processo mais algébrico, o produto de duas matrizes
pela Regra de Caley. A mais importante restricdo € que para que a multiplicacdo seja
possivel, o niumero de colunas da primeira matriz deve ser igual ao nimero de linhas da
segunda. Para ApnxBmg, S8 N = m, entdo é possivel realizar a operagdo. A formulacéo
matematica do produto é:

n
A= (aij)mxn e B = (bi)nxp entdo A.B =C = (Cix)mxp | Cix = z aij - bjk
j=1
vie{l,2,...m} e Vke€{1,2,...,p}

Além destas operacfes matriciais, os sistemas lineares compdem um conteido
pertinente a tematica deste trabalho. Para resolver sistemas lineares, por meio da regra
de Cramer, é necessario recorrer aos célculos de determinantes (D).

O determinante da matriz D é formada pelos coeficientes das variaveis.
Posteriormente, calcula-se o determinante Dx; formada pela substituicdo da coluna de
cada variavel (xi) pela coluna que contém os valores independentes. O resultado do
sistema é dado pela seguinte expressao.

Dx,-
X: =
' D

3 DESCRICAO DO PROGRAMA

O ambiente apresentado ao usuério foi projetado para uma aplicacdo web e o design foi
desenvolvido e testado no intuito de ser o mais simples possivel, sem precisar usar
manuais ou treinamento sobre seu uso.

As Figuras 1 e 2 apresentam, respectivamente, a tela principal do programa e a
resolucéo de um sistema linear com trés variaveis e trés equacoes.



Figura 2. Tela principal do programa

os valores das colunas

Prod. Caley

Fonte: elaborada pelos autores.

Figura 3. Exemplificacdo da resolucdo de sistemas lineares com trés equacdes e trés
incognitas.

SISTEMAS DE EQUACOES
Ix + 2y + 3z = 10
-1x + 4y + 5z = 10
Ox - 3y + 6z = ©

Fonte: elaborada pelos autores.

O padrdo Model-View-Controller (MVC) é um paradigma de interface que
supde a separagdo logica e “fisica” (em diferentes arquivos ou secdes) da logica e
processamento de dados (model), a visualizacdo e entrada e saida de dados (view) e o
controle e intercambio de informacfes entre model e view (controller) (KRASNER;
POPE, 1988).

Além de esclarecer as responsabilidades, o autor Martin (2002), usou a divisdo
de preocupacdes, por meio do SoC ou Separation of Concerns, de cada sec¢do do codigo
do programa, no intuito do modelo melhorar a legibilidade e a reutilizagdo do cddigo.
Como a combinacdo de HTML, CSS e JavaScript supbem uma separacdo de



preocupacOes, fica mais facil aplicar o MVC, deixando a visualizacdo destinada ao
HTML (estrutura) e o CSS (estilo), a l6gica e 0 comportamento ao JavaScript.

No caso deste programa, implementou-se uma “classe” (um objeto JavaScript)
chamada Matrix, a qual manipula e processa matrizes. Esta classe converte de string de
entrada em array.

Um segundo arquivo contém o co6digo que manipula e processa os sistemas
lineares. A “classe” SL se responsabiliza por interpretar os dados de entrada ja no
construtor, extraindo os ‘“nomes” das variaveis do sistema linear, os valores dos
coeficientes e dos termos independentes.

O sistema linear apds ser digitado € recuperado por meio do método
SL.parseEquations(). Para resolver um sistema linear, pela da regra de Cramer, é
necessario utilizar o método sL.solve().

Um terceiro codigo JavaScript controla o comportamento da interface,
respondendo as a¢Bes do usuario, enviando os dados inseridos no model e mostrando o
retorno em tela.

A insercdo de dados é realizada em duas areas de texto <TEXTAREA> para as
matrizes, e uma para o sistema linear. Os campos de texto HTML que permitem inserir
varias linhas de texto de forma direta. A matriz deve ser formatada separando cada
coluna com espaco, ponto-e-virgula ou pipe (|), e cada linha da matriz € uma designada
pela prépria linha.

Os sistemas lineares podem ser digitados normalmente, no entanto, quando 0s
coeficientes forem zero, esses devem ser digitados igualmente e o0s termos
independentes devem estar sempre no lado direito da igualdade.

Para matrizes, o “método” Matrix.str2array() interpreta o texto gerado,
separando as linhas e depois as colunas, usando expressdes regulares, como proposto
por Jeffrey, (2006). O procedimento é simples e rapido, e ndo requer o conhecimento
prévio do tamanho da matriz, como ocorreria em outras linguagens de programagao.
Cada item é processado e armazenado como numero inteiro ou decimal (float) dentro da
matriz.

Ja para os sistemas de equacdes, foi programado um parser ou interpretador,
que extrai de cada termo o coeficiente, em seguida interpreta-o e o adiciona aos dados
da equacdo, posteriormente ordena a equacéo pelas variaveis. O resultado do parser é
lancado no <TEXTAREA> de entrada de dados, substituindo os valores, digitados pelo
usuario, pela resolucgdo do sistema.

Existem varias fung¢Ges que auxiliam os calculos matriciais:
1. Matrix.transpose(): transple a matriz.

2. Matrix.getDim() l|€ a matriz e devolve um objeto JavaScript com as
dimensdes (linhas (m) e colunas (n)) da matriz informada.

3. Matrix.getValue() retorna o valor da posicdo da matriz informada, as
posicdes comecam por 1 e ndo em 0, para facilitar a leitura, sendo que a
nomeacao dos elementos de uma matriz sdo com base 1 (a1, ai,...,
amn).



4. Calculo e manipulacdo de determinantes, a saber: cofactor(),
removeRow( ), updateRow(), updateCol() € removeCol().

Para somar duas matrizes elas devem ter as mesmas dimensdes. O método
Matrix.sum() percorre as linhas e colunas da primeira matriz, e soma o correspondente
elemento da segunda, armazenando o resultado numa string que tem a mesma
formatacdo que a entrada manual, e finalmente esta string é convertida novamente em
matriz usando 0 método Matrix.str2array(). O Quadro 1 apresenta o procedimento
utilizado.

Quadro 1. Procedimento para calcular a soma de duas matrizes.

sum: function(A,B) {

var S;
var dimA = this.getDim(A);
var dimB = this.getDim(B);

if (dimA.n == dimB.n && dimA.m == dimB.m) {
S = new Array(dimA.n);
for (var n=0; n<dimA.n; n++) {
S[n] = new Array(dimA.m);
for (var m=0; m < dimA.m; m++) {
S[n][m] = A[n][m] + B[n][m];
}
}

return S;

}

}

Fonte: elaborada pelos autores.

Para subtrair duas matrizes elas também devem possuir as mesmas dimensoes.
Neste caso, aproveitou-se o codigo descrito no Quadro 1 e multiplicou-se a segunda
matriz por -1. O Quadro 2 apresenta o procedimento para subtracdo de matrizes.

Quadro 2. Subtracdo de duas matrizes.

subtract: function(A, B) {
return this.sum(A, this.product(-1, B)); // inverte B e soma A+B~

}

Fonte: elaborada pelos autores.

A fungdo Matrix.product() calcula o produto (multiplicacdo) de duas
matrizes. Para realiza-lo é necessario que o nimero de colunas da primeira matriz seja
igual ao ndmero de linhas da segunda. Esta condicdo deve ser conferida antes de
comegar o processamento.

O programa também calcula o produto de uma matriz por um numero escalar.
Inicia o processo verificando se um dos parametros € um escalar. Se for, utiliza o
método Matrix.newArray() para gerar uma nova matriz, na qual todos os elementos tem
0 mesmo valor do escalar, com as dimensdes da matriz transposta, para garantir que
cumpre a necessidade do produto de duas matrizes. Com esta nova matriz, 0 método
continua normalmente, sendo assim que sempre é calculado o produto de duas matrizes.




O determinante de uma matriz é calculado pela funcdo mMatrix.det(). Para
matrizes de ordem 2, utiliza-se a regra pratica e para as demais dimensdes o Teorema de
Laplace. Este Teorema afirma que o determinante de uma matriz é igual a soma dos
produtos dos elementos de uma linha ou coluna pelos respectivos cofatores
(complementos algébricos).

Seja a matriz A € M,,.,(K), 0 cofator a; ;€ o escalar 4;; = a;;. (-1)"*/ - |M;;|, em
que Mj; representa a matriz resultante de retirar a i-ésima linha e a j-ésima coluna. O
determinante de A é entdo a soma dos cofatores (IEZZI; HAZZAN, 2002).

Foram criados métodos para calcular o cofator, transpor e excluir linhas e
colunas. Separar o codigo, criando funcbes mais especificas, agiliza a programacao de
novas funcbes, e melhora a legibilidade do programa. O Quadro 3 resume esse
procedimentos.

Quadro 3. Desenvolvimento do Teorema de Laplace.

for (var j=1, detC=0, detl]=0, detM=0; j<dims.n+1l; j++) {

detC = this.cofactor(matrix, 1, j);

det] += this.getValue(matrix, 1, j) * Math.pow(-1, j+1) * detC;
¥

return detJ;

Fonte: elaborada pelos autores.

Para a resolucdo do Sistema Linear pela Regra de Cramer utilizou-se o seguinte
algoritmo:

Quadro 4. Algoritmo para a resolucao de Sistemas Lineares.

function solve() {
var m = this.matrix;
var detJ={}, detJ={}; // Faz copia da matriz

var ind = Matrix.str2array(Matrix.transpose(m)[m.length].join("\n"));
var Mi = Matrix.removeCol(m, order+l);
var D.detD = Matrix.det(Mi);

for (var Dv=0, ctrl=0, i=0; i < order;) {
var v = this.vars[i++]; // nome da variavel
var submatrix = Matrix.updateCol(Mi, ind, 1i);
D[v] = Matrix.det(submatrix);
ctrl += Math.abs(D[v]); // Para saber se tudo é @, tem que usar abs()
if (D.detD !== 9) {
res[v] = D[v]/D.detD;
}

¥
if (D.detD === 0 && ctrl !== 09)
return "Sistema sem solucao!";
if (ctrl === 0)
return "Sistema INDETERMINADO, com soluc¢des infinitas!";
return res;

}

Fonte: elaborada pelos autores.




Para cada coluna de coeficientes € criada uma nova matriz, substituindo a
coluna da varidvel com a dos termos independentes (Matrix.updateCol(matriz, ind,
col)), e calculamos o determinante da matriz resultante. Depois é calculado o valor de
cada incognita (Dxi/D) e armazenado num objeto com o0 nome da variavel.

O programa realiza algumas caracteristicas dos sistemas lineares

1. Se o determinante dos coeficientes das incognitas for diferente de zero o
sistema € dito Sistema Possivel e Determinado (SPD) e tem somente uma
solucéo;

2. Se todos os determinantes forem zero o sistema linear é possivel e
indeterminado (SPI) e possui infinitas solucdes.

3. Se pelo menos uma variavel tiver determinante diferente de 0 e o
determinante da matriz de incdgnitas for zero, tem-se um sistema
impossivel (SI), ou seja, ndo existe solucao.

Finalmente o controller se encarregara de mostrar uma mensagem ou a solugédo
do sistema, finalizando o processo.

4. CONSIDERACOES FINAIS

Durante a codificacdo, para organizar adequadamente cada funcdo, foi necessario
analisar cada processo, separar todos os subprocessos do célculo e as acdes de
manipulacdo que seriam necessarias.

Cada uma dessas partes teve de ser programada de forma que pudesse ser
utilizada por outras funcbes. Apds reduzir cada método em diferentes passos, a
programacéo ficou concentrada em resolver o problema menor de cada passo, criando
ferramentas (funcGes auxiliares) que resolvessem esses problemas. Em seguida procede-
Sse 0S passos que necessitam de maior complexidade.

Observa-se que o sistema computacional desenvolvido atingiu os objetivos
propostos pelo docente da disciplina e possibilitou a interdisciplinaridade entre
disciplinas da area de Exatas e da Informatica.
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